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Risumt 
Quilliot, A., Une extension du probleme du point fixe pour des graphes simples, Discrete 
Mathematics 111 (1993) 435-445. 
Nous disons qu’un graphe possede la propriete du k-point fixe (k est un entier) si pour tout 
homomorphisme f dun produit Gk dans G, il existe un sommet x de GX dont l’image f(x) est 
adjacente ou igale a une de ses coordonntes. 
L’introduction de ce concept se justifie par le hen qui le connecte au probleme du jeu de poursuite 
a k poursuivants: plus sptcifiquement, il est indispensable qu’un graphe G possede cette propriete du 
k-point fixe pour que k poursuivants puissent attraper un joueur poursuivi sur G. 
Nous ttudions ici quelques applications de cette propritte, et prouvons que tout graphe planaire 
posstde la propriete du 2-point fixe. 
Abstract 
Quilliot, A., Une extension du probleme du point fixe pour des graphes simples, Discrete 
Mathematics 111 (1993) 435-445. 
We say that a graph G satisfies the k-fixed point property (k is an integer) if, for every homomor- 
phism f from a product G’ into G, there exists a vertex x in Gk whose image through S is adjacent or 
identical to one of its coordinates. 
The justification of this concept comes from its relationship with the classical pursuit game with 
k pursuers and 1 evader: namely, we check here that if a graph G=(X,E) does not satisfy this 
property, then a strategy exists which allows the evader to escape the k pursuers in this pursuit game 
played on G. 
We study some applications of this concept and prove that any planar graph satisfies the 2-fixed 
point property. 
1. Introduction 
Le probEme du point fixe est familier des mathkmaticiens et principalement des 
topologistes [3,8,17-J, qui l’ont tout d’abord posir dans un contexte continu. Un 
certain nombre de remarques sur la nature t&s combinatoire de ce problkme ont 
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pousse certains, a partir des annees 1970, a le formuler en contexte discrete 
[6,7,9,10,13,16]. 
Cette demarche les amena a redtfinir pour les graphes et les ensembles ordonnes 
certains concepts tels que celui de groupe d’homologie dun espace ou celui de 
contractibilite (dismantabilitt par irrtductibles), puis a observer la nature des rela- 
tions existant entre ce probleme du point fixe et les modeles de jeux de poursuite [ 141, 
ou de jeux positionnels [7]. Ce sont des constatations relatives au jeu de poursuite, 
qui, comme nous le verrons un peu plus loin, ont motive l’extension de la notion de 
point fixe que nous allons a present introduire, notre rtsultat principal concernant ici 
les graphes planaires dont nous demontrerons qu’ils satisfont la proprittt du ‘2-point 
fixe’. 
2. Dkfinitions et notations 
Soit done G =(X, E) un graphe simple (non orient& et consider& sans boucle). Si 
x dans X, nous posons B,(x)=(((y dans X tels que [x,y] dans E ou y=x}. Si x et 
y dans X, nous disons que y domine x dans G si B,(x) inclus dans B,(y). Si H = ( Y, F ) 
est un autre graphe et si f est une fonction de X dans Y, nous disons que f est un 
homomorphisme de G dans H sif transforme toute paire de sommets adjacents en une 
paire de sommets adjacents ou confondus. 
Si H est en fait un sous-graphe induit de G par une partie A de G et si f 
laisse invariants tous les sommets de A, alors f est nommee retraction de G sur le 
sous-graphe HA. Nous definissons enfin le produit (fort) G * H = (X . Y, T) de G et de 
H par 
[(x, y), (x’, y’)] dans T ssi [x, x’] dans E, ou x=x’, 
et [y,y’] dans F, ou y=y’. 
Proprihtb du k-point Jixe (k est un entier). Soit k un entier superieur ou &gal a 1. 
Nous disons que le graphe G=(X, E) satisfait la propritte du k-point fixe, si pour 
tout homomorphisme f du produit Gk= G * ... * G dans G, il existe un sommet 
x=(xI...&)dansGketunindiceidans l...ktelque: 
f(x) et xi sont adjacents ou confondus dans G. 
(un tel sommet x est appele un k-point fixe pourf) 
3. Quelques rhltats gknkraux 
Rappel (voir par exemple [14,16]: Un graphe connexe G=(X, E) est dit contract- 
ible s’il est rtduit a un sommet ou s’il existe x, y dans X tels que y domine x dans G et 
tels que le sous graphe G, induit de G par le retrait de x est contractible. 
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11 est connu (voir [9,14]) que si un graphe G =(X, E) est contractible, alors cette 
propritte, qui est Cquivalente au fait que le poursuivant gagne le jeu de poursuite joue 
sur G (voir [lo, 14]), implique aussi pour G la propriete du point fixe (ou l-point fixe si 
l’on se rtfere aux notations ci-dessus), la reciproque etant fausse. 
11 est des lors nature1 de se demander comment un tel resultat peut-il se prolonger 
compte tenu des definitions que nous venons d’introduire. 
Pour cela nous dtfinissons: 
La propribtk de k-contractibilit6. Nous disons dun graphe connexe G =(X, E) qu’il 
est O-contractible s’il est reduit a un sommet et qu’il est k-contractible (k > 0) s’il existe 
A inclus dans X tel que: 
. Le sous-graphe G, est (k- 1)-contractible; 
. 11 existe une retraction Y de G sur Gxea; 
. Le sous-graphe GX-A est k-contractible. 
(on nommera alors k-decomposition de G la donnte d’une k-decomposition de 
G,_, et du couple (A, r)). 
Nous rappelons en m&me temps que le k-jeu de poursuite sur le graphe G = (X, E) 
(k > 0) se joue comme suit: 
. Les k poursuivants, qui forment une coalition, se placent tout d’abord sur le 
graphe G, imite par le poursuivi; A partir de ce moment les differents joueurs se 
dtplacent a tour de role le long des arttes de G (ou Cventuellement choisissent de rester 
sur place), le but des joueurs poursuivants Ctant bien stir d’attraper le joueur pour- 
suivi, le jeu etant a information complete et opposition totale. 
Diffirents chercheurs se sont interesses a ce jeu, notamment Aigner et Fromme [ 11, 
qui ont prouve que 3 poursuivants suffisaient pour battre le poursuivi dbs lors que le 
graphe G consider+ est planaire et connexe. 
On remarquera bien sur que la 1-contractibilite definie ci-dessus coincide avec la 
notion classique de contractibilitt, et que le I-jeu de poursuite est simplement le jeu de 
poursuite habitue1 a 2 joueurs. 
Nous sommes alors en mesure d’enoncer le resultat suivant: 
ThCorkme 3.1. Soit G = (X, E) un graphe simple connexe et k un entier suptrieur ou bgal 
2~ 1. Nous auons alors (a) + (b) j(c) OU: 
(a) G est k-contractible; 
(b) k poursuivants St&sent b gagner le jeu de poursuite sur G; 
(c) G a la propribtb du k-point jixe; 
aucune des rbciproques associbes n’t?tant assurbe. 
Dbmonstration. (a) =S (b): Nous pro&dons par induction sur k et sur la cardinalitt 
de X (le cas k=O est trivial et le cas k= 1 correspond a l’equivalence entre la 
contractibilite d’un graphe et le fait que dans ce graphe, un poursuivant tout seul soit 
suffisant pour gagner le jeu de poursuite, prouve indtpendamment par Quilliot [ 141 et 
Nowakowski et Winkler [lo]). 
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Considtrons done A inclus dans X tel que dans la definition de la k-contrac- 
tibilite de G, et laissons se mouvoir tout d’abord les k poursuivants uniquement 
dans Gxea. Par induction, ils sont capables d’attraper l’image r(P) du poursuivi 
P par la retraction r qui existe de G sur GX-A. Une fois cela fait, il suffit &affecter 
l’un d’entre a coincider avec r(P), tandis que les autres ‘montent’ dans le sous- 
graphe (k-1)-contractible GA afin d’y attraper P (ce dernier ne peut alors quitter 
G, sous peine d’etre immtdiatement attrape par le poursuivant demeure en 
X-A). 
(b) + (c): Si un homomorphismefde Gk dans G est tel que quelque soient x dans 
Xk et i dans 1 . . . k,f(x) et xi ne sont jamais ni adjacents ni identiques dans G, alors le 
poursuivi P gagne le k-jeu de poursuite sur G en decidant, chaque fois qu’il doit jouer, 
de se dtplacer enf(x), ou x represente le k-uplet de positions courantes des k joueurs 
poursuivants. 
Non validitb des rbciproques. Que (c) a(b) ne soit pas juste dtcoule du graphe 
suivant G qui satisfait la propriete du point fixe sans &tre contractible: 
Afin de prouver que (b) * (a) ne tient pas, considtrons le 4-hypercube C4 (le graphe 
dont les sommets sont les vecteurs de (0, l}“, 2 tels vecteurs etant adjacents si ils 
different par exactement 1 coordonnee). 
Si A dans (0, l}” est tel que le sous-graphe Ci est contractible alors Ci doit 
clairement Ctre un arbre et contenir un sommmet x0 de degre 1 dans C”,. Si au mCme 
instant il existe une retraction r de C4 sur le sous-graphe de C4 induit par 
S = (0, l}” - A, alors T(x~) doit &tre adjacent aux trois sommets qui sont a la fois dans 
S et adjacents a x0. Mais on verifie alors que ceci implique Y(x~)= x0. Des lors il nous 
suffit de remplacer dans le raisonnement ci-dessus A par A-x0 et de recommencer 
jusqu’a pouvoir conclure que Y est la fonction identitt. Nous en dtduisons que C4 nest 
pas 2-contractible, alors que (verification simple) il permet a 2 poursuivants de gagner 
le 2-jeu de poursuite. 0 
4. PlanaritC, circularitb, produits et la propriM du k-point fixe 
Notre resultat principal est ici le suivant: 
Thkorkme 4.1. Tout graphe planaire connexe satisfait la propriM du 2-point jixe. 
DCmonstration. Soit G = (X, E) un tel graphe. Nous pro&dons par induction sur la 
cardinalite de X et supposons tout d’abord qu’il existe une clique A dans X tel que le 
sous-graphe de G induit par X-A n’est pas connexe (*). 
Extension du problbme du point jixe pour des graphes simples 439 
Soit X, une composante connexe de ce sous-graphe, Xz =X -A - X 1, S1 = A u X1, 
S2 = A u X2; nous notons Gi le sous graphe de G induit par S1 , G2 le sous-graphe de 
G induit par S2. 
Soient encore x0 dans A, rl la retraction de G sur G1 dtfinie par 
si x dans Xz alors $x)=x0; 
et r2 la retraction de G sur G2 definie de facon symetrique. 
Si S est maintenant un homomorphisme de G * G dans G alors nous devons 
rechercher un 2-point fixe pourf: Nous pouvons appliquer l’hypothese d’induction 
afi=rlof etf,=rzOf: 
Soit alors (x,y) un %-point fixe pour fr. Si f(x,y) dans S1 alors nous concluons, 
sinon nous pouvons supposer que par exemple x est adjacent ou egal a x0. Dans tous 
les casf(x,, y) est dans S2 (puisque GX_A n’est pas connexe) et (x0, y) est un 2-point 
fixe pourf, . Nous pouvons done supposer x =x0 et (cas non trivial)f(xO, y) dans X2. 
Si y=y,, . . . . yn=xO est un chemin dans G entre y et x0, et si i dans 1 . . . n est tel que: 
f(xo>yi-i)dans Sr et f(x~,YJdans SI, 
alors (x0, yi) est un 2-point fixe pourf, et sinon nous pouvons supposer f(xo, x0) dans 
X2. Mais nous pouvons aussi reprendre ce pro&de avec fi, jusqu’a exhiber un 2-point 
fixe pourfou conclure que f(xO, x0) dans X1. Le fait que f(xO, x0) ne puisse etre a la 
fois dans X, et dans X2 nous permet de conclure que si (*) est vrai alors G satisfait la 
proprittt du 2-point fixe. 
Supposons maintenant que G est dessine comme graphe planaire sur R2 de telle 
sorte que a toute arete de G corresponde un segment droit du plan (une telle 
representation existe toujours; voir [S, 111. Du fait des considerations prtctdentes, 
nous pouvons supposer que tout triangle (3-clique) de G doit &tre la front&e dune 
certaine face selon cette representation (qui peut tventuellement &tre la face 
exterieure). 
Lemme 4.2. Si G est tel que: 
. tout triangle dam G est la jiiontikre d’une face inttrieure; 
. la frontibre de toute face inttrieure est un triangle de G; 
alors G satisfait la propribtb du l-point jixe. 
Dkmonstration du Lemme 4.2. Rappelons d’abord quelques notions de topologie. Un 
espace topologique E est dit contractible s’il existe a,b dans R, x0 dans E et une 
fonction continue F de E, [a, b] dans E telle que: 
six dans E alors F(x,a)=x et F(x,b)=x,,. 
(on dit alors de F qu’elle est une contraction de E 2 parametres a et b). 
11 decoule du thtoreme de Lefschetz [S, 171, que si f est une fonction continue d’un 
espace contractible dans lui-m&me, alors x dans E existe tel que f (x)=x (point fixe). 
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Si e est un ouvert de R2, nous notons cl(e) sa fermeture, et si 3 points x,y,z 
definissent un triangle de R2 nous identifions ce triangle avec l’ouvert du plan 
qu’il delimite. Pour un tel triangle e =(x, y, z), nous definissons la transformation 
suivante: 
si m dans e=(x,y,z), t dans [O,l], alors T,,.(m.t)=t.u(m)+(l-t).m, oii 
u(m) est l’intersection avec l’union des segments [x, y] et [x,z] de la droite 
passant par m et parallele a la bissectrice de l’angle (x, y,z). 
Supposons maintenant que G est conforme a l’hypothese du Lemme 4.2 et posons: 
k=nombre de faces interieures definies par G; 
D,=Union des fermetures de toutes les faces interieures definie par G et de la 
front&e de la face Cxterieure. 
Nous affirmons que DG est compact (evident) et contractible. Nous vtrifions ce 
dernier point par induction sur k (le cas k=O est evident puisqu’il implique que G est 
un arbre). Si k > 0 alors il existe un triangle e =(x, y, z) qui definit une face inttrieure de 
G et dont la frontiere partage au moins une arete (disons [y, z]) avec la face exterieure. 
Nous notons alors G’ le graphe partiel obtenu en retirant cette arete de G. 
L’hypothese d’induction peut alors &tre appliqde, produisant une contraction F ’ de 
DGf qui peut etre choisie avec parametres 1 et b> 1. 
Une contraction F de DG s’obtient alors en ecrivant: 
Si m dans DG et f dans [0, l] alors F(m, t)= T&m, t) si m dans cl(e) et 
sinon F(m, t) = m; 
Si m dans DG et t dans [l, b] alors F(m, t)= F’( F (m, l), t). 
Considerons maintenant un homomorphisme f de G dans G. Si un point m 
est dans cl(e), ou e=(x, y,z) est une face interieure de G, nous posons 
f*(m) = u ‘f(x) + u .f(y) + w .1(z), oti u, v, w sont les coordonnees barycentriques de 
m dans le triangle (x, y,z). Nous definissons ainsi une fonction de DG dans lui-m&me 
dont il est clair qu’elle est continue. Du fait des considerations prtctdentes,f* admet 
un point fixe, situ& a l’interieur dun certain triangle de G dont au moins un des 
3 sommets est un l-point fixe pourf: 
Avant de continuer, nous devons donner quelques definitions supplementaires. 
Notion d’homotopie (voir [ 1.51). Deux cycles T et T’ dun graphe H = ( Y, F ) seront 
dit simplement homotopes (et nous l’ecrirons SimHom(H, T, T’)) si il est possible 
d’ecrire: 
T=(ao, . . ..~.,~o) T’=(ao, . . . ,~,,b,ao), 
(a,, b, uo) constituant un triangle de H, et la relation SimHom etant consider&e comme 
symttrique. 
Deux cycles Tet T’ seront alors dit homotopes dans H (on posera Hom(H, T, T’)) si 
une suite T= T,, . . . , T,,,= T’ existe telle que deux cycles consecutifs dans cette suite 
sont simplement homotopes. 
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Un cycle T de H sera alors dit nul-homotope s’il est homotope au cycle rtduit a un 
sommet dans H. 
Nous dirons qu’un homomorphisme f de H dans lui-meme est nul-homotope si 
pour tout cycle T de H, l’image f( T) de T par f est nul-homotope dans H. 
Nous notons enfin I” le graphe a 2 sommets adjacents 0 et 1. 
Supposons a present que H = ( Y, F ) est un graphe planaire connexe, plonge dans 
R* de telle sorte que tout triangle de H est la front&e dune certaine face interieure 
de H (des lors aucun sommet de H n’est dans un tel triangle). Si Test un cycle de H, 
nous posons: 
Ext( T, H)= Face exterieure du sous-graphe HT, 
Int( T, H) = R* - cl(Ext( T, H)), 
Vext( T, H)= Yn cl(Ext( T, H)), 
Vint(T,H)=Yncl(Int(T,H)). 0 
Nous obtenons alors: 
Lemme 4.3. Soit T un tel cycle de ce graphe H. Alors (a) et (b) ci-dessous sont 
equivalents: 
(a) Test nul-homotope duns H; 
(b) La frontiere de tome face interieure du sous-graphe HVinl(T,H) est un triangle. 
Dl?monstration du Lemme 4.3. (a) j(b): Si e est une face interieure de Hvi,t(T,H) dont 
la front&e n’est pas un triangle, alors nous choisissons un point x0 dans e, et verifions 
que si un cycle T’ est simplement homotope a T, alors x0 doit &tre dans Int(T’, H). 
Cela signifie que T ne peut &tre nul-homotope. 
(b)+(a): Supposons que toute face de HvintCT,nI est definie par un triangle. Si 
HVint(T,H) est un arbre alors nous concluons. Sinon, une certaine arete [x, y] de T doit 
&tre sur la frontiere d’une certaine face interieure (x, y, z) de HVint(T,H), et nous pouvons 
conclure par induction sur le nombre de faces interieures dans ce dernier graphe en 
remplaGant (x, y) par (x, y,z) dans T. 0 
Lemme 4.4. Soit T un cycle blementaire, L un homomorphisme du produit T * 1’ duns H. 
Alors To = L(T, 0) et T1 = L(T, 1) sont homotopes, et si x duns Vext(T,,, H) et y duns 
Vint(T,, H) sont adjacents duns H, alors soit x, soit y est duns T, u T,. 
DCmonstration du Lemme 4.4. Ecrivons T= (ao, . . , a,, ao). Taux = ( L(aO, 0), L(aO, l), 
L(aI, 0), . . . , L(a,, l), L(a,,, 0)). Taux est clairement homotope a la fois a To et T et nous 
obtenons la premiere partie du lemme. 
Si x dans Ext(T,,, H), alors x dans cl(Ext(Taux, H)) et x dans cl(Ext( T,, H)). Mais 
alors si x hors de T1 et si y dans Int( T, H), ii est clair que x et y ne peuvent etre 
adjacents, et nous concluons la deuxieme partie de notre lemme. 
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Lemme 4.5. Soit f un homomorphisme de H duns H, nul-homotope. Alors f admet un 
point fixe. 
Dkmonstration du Lemme 4.5. ConsidQons k dans N tel que f”(Y)= f k+l( Y) et 
posons A=fk( Y). Le sous-graphe HA est connexe, et tout triangle de ce sow-graphe 
dkfinit une face pour la reprtsentation de HA dans le plan. Aussi f est un isomor- 
phisme (ainsi quefk) de HA dans lui-meme. 
Remarquons maintenant que si un cycle T de HA est nul-homotope dans H alors le 
cycle T=f”( T) est nul-homotope dans HA ainsi que T=(fk)-’ (T’). Done, puisque 
tout cycle T de HA peut s’krire f( T’) oti T’ est un cycle dans HA, il doit Ctre 
nul-homotope dans H et aussi dans HA. Du fait du Lemme 4.3, toute face inttrieure de 
HA doit avoir un triangle comme frontiere, et done, du fait du Lemme 4.2, HA doit 
avoir la propriM du l-point fixe. 0 
Demonstration du ThCor&me 4.1 (conclusion). Nous sommes maintenant en mesure de 
revenir g notre graphe initial G =(X, E) et d’achever la dirmonstration de notre 
thkokme. Considtrons done un homomorphismefde G * G dans G. Pour tout y dans 
X, nous posons f’(x) = f(x, y). Plusieurs cas se prtsentent alors: 
Cas 1. Toute face de G (y compris la face extkrieure) est dCfinie par un triangle. 
Alors nous choisissons x0 dans T,,, oti TO est le triangle qui d&nit la front&e de la 
face kxtkrieure. On vkrifie aistment que except6 si G est un graphe complet, BG( X,) 
doit &tre un cycle tltmentaire (avec kventuellement des cordes), de longueur au moins 
4 (du fait que nous avons supposk l’absence de toute clique susceptible de disconnecter 
G). Si x,, hors def$(X), alors nous appliquons le Lemme 4.2 if: et G’= Gx_,, et nous 
concluons. 
Cas 2. 11 existe un cycle tkmentaire TO de G qui d&nit une face et qui est de 
longueur au moins 4. Nous pouvons bien stir supposer que T,, est la front&e de la face 
kxtkieure. Choisissons x0 dans X. 
Cas 2.1. f$ est nul-homotope. Alors (Lemme 4.5),ft a la propriktk du l-point fixe. 
Cas 2.2. 11 existe un cycle T de G tel quef$ ( T) = T’ n’est pas nul-homotope. Alors 
(Lemme 4.3), il existe une certaine face e de G, dont la frontike est dtfinie par un 
certain cycle tlbmentaire U de longueur au moins 4, tel que e inclus dans Int( T’, G). 
Soit y, un somnet de U. Alors y. est dans Vint( T”, G) pour tout cycle T’ homotppe 
d T” dans G. 
Supposons que x0 a Cti: choisi sur le cycle kxttrieur de G; alors nous pouvons 
considtrer un chemin L de x0 d y, dans G. Puisque x,, est dans Vext( T’, G), il doit 
exister 2 sommets consircutifs x et y de L tels que si nous posons: 
T,=f”(T); T, = f’( T); 
alors x dans Vext( TX, G) et y dans Vmt( Ty, G). 
Le Lemme 4.4 peut &tre appliqut et nous obtenons que x ou y est dans TX UT,. 
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Si x dans T,, alors il existe z dans T, tel que f”(z) = f(x, z) = x et (x, z) est alors un 
2-point fixe pourf; si x dans Ty alors il existe x’ adjacent a x et sit& dans T,, et z dans 
T tel que f(x, z) =f”(z) = x’ adjacent a x. Dans tous les cas, nous concluons 
a l’existence dun 2-point fixe pour f: 0 
Avant de poursuivre, nous pouvons poser la question suivante: 
G = (X, E) etant un graphe de genre 1, pour quelle valeur k = k(1) peut-on 
garantir la propritte du k-point fixe pour G? 
Donnons a present quelques resultats concernant les produits et la notion in- 
troduite anterieurement de k-contractibilite. 
DCfinition (Produit fuible de 2 graphes). Le produit faible G +H =(X. Y, T) de 
2 graphes G = (X, E) et H = ( Y, F ) est defini par 
[(x,y),(x’,y’)]dansT ssix=x’et[y,y’]dansF,ouy=y’et[x,x’]dansE. 
Nous pouvons alors Cnoncer: 
ThCorkme 4.6. Si G= (X, E) et H =( Y, F ) sent deux graphes respectivement k-con- 
tractible et l-contractible, alors: G + H est (I+ k)-contractible et G*H est (max(k, l))- 
contractible. 
Dkmonstration. Les cas k = 0 ou l= 0 etant triviaux, nous pro&dons par induction sur 
k + 1 d partir d’une k-decomposition ((X0, . . . , X,), (rl, . . . , r,)) de G et dune l- 
decomposition (( Y,, . . , Y,,,), (pl, . . . ,p,)) de H. 
Une (k + l)-decomposition de G + H apparait quand nous ecrivons: 
x,Y=(x,~Y,)u~~~u(x;Y,)u(x~Y,)u~~~u(x~Y,), 
si i dans l... n, x dans X0 u ... u Xi, y dans Ye alors rpi(x, y)=(ri(x), y), 
sij dans l...m, x dans X, y dans Y, u ... u Yj alors rp,+j(x,y)=(x,pj(y)). 
De meme une (max(k, l))-decomposition de G* H peut se construire comme suit: 
x~Y=(X,~Y,)u(X,‘Y,)u~~~u(X;Y,)U(X,~Y,)u~~ 
u(X; Y,)~~~u(X,~Y,)u~~~u(X;Y,), 
si i dans 1 . n, j dans 0 . . m,x dans Xi, y dans Yj alors 
pri,j(x,Y)=(ri(X),Y), 
si j dans 1 . . . m, x dans X0, y dans Yj alors pri,j(x,y)=(x,pj(y)). 0 
Rappelons maintenant qu’un graphe d’intervalle est un graphe qui peut &tre 
consider+ comme le graphe d’intersection d’une famille d’intervalles fermts de la 
droite rtelle et qu’un graphe circulaire est un graphe qui peut Ctre consider+ comme le 
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graphe d’intersection d’une famille d’intervalles fermes du cercle (voir par exemple 
Tucker [ 181). 
Notre dernier resultat concerne ces graphes. 
Thkorkme 4.7. (a) Tout graphe d’intervalle connexe est l-contractible; 
(b) tout graphe circulaire connexe est 2-contractible. 
Dkmonstration. (a) Soit I une famille finie d’intervalles fermes de la ligne droite et 
G(Z) le graphe d’intersection associt que nous supposons connexe. S’il existe u, v dans 
I tels que u inclus dans v, alors v domine u dans G(Z) et nous concluons par induction 
sur la cardinalitt de I. Sinon, nous posons pour tout u dans I: 
z(u)=extremitt droite de u; 
et nous considerons les deux elements uO et vO qui fournissent dans cet ordre les deux 
plus grandes valeurs pour z. Nous voyons alors aislment que vO domine uO et nous 
concluons. 
(b) Supposons qu’a present I est une famille finie d’intervalles fermes du cercle, telle 
que le graphe d’intersection G(Z) est connexe. A nouveau nous pro&dons par 
induction sur la cardinalite de Z et nous &cartons les cas triviaux, c.a.d les cas pour 
lesquels il existe u, v Z tels que u inclus dans v, ou bien il s’adre que le graphe G(Z) est 
en fait un graphe d’intervalle. Choisissons alors x0 sur le cercle. Nous pouvons ecrire: 
Z = I’ u I” avec I” = {u dans Z tels que x0 dans u} et I” = Z - I’. 
G( Z)I, est une clique et G( Z)I,P est un graphe d’intervalle. Ce dernier graphe doit etre 
connexe, car s’il ne l’ttait pas, il existerait un point y, du cercle contenu dans aucun 
intervalle de Z (et done G(Z) serait en fait un graphe d’intervalle) ou bien il existerait 
u, v dans Z tels que u inclus dans v, soit dans tous les cas une contradiction. Des lors I’ 
et I” induisent une decomposition de G comme graphe 2-contractible. 0 
Nous achevons ce travail en proposant au lecteur une conjecture: 
Conjecture. Tout graphe planaire est 3-contractible. 
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